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Un théoréme de point fixe pour les
endomorphismes de I’espace projectif avec
des applications aux feuilletages algébriques

Adolfo Guillot

Résumé. On construit des relations algébriques qui lient les multiplicateurs des points
fixes des endomorphismes de I’espace projectif sur un corps algébriquement clos. Ces
relations généralisent celles qui sont obtenues via le Théoréme holomorphe de point
fixe de Lefchetz dans le cas complexe. En exploitant I’isomorphie de certains espaces
de représentation on obtient, comme corollaire de ce résultat, un théoréme ressemblant
a celui de Baum-Bott pour les feuilletages algébriques et les champs de vecteurs ho-
mogenes.
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Abstract. We exhibit algebraic relationships between the multipliers of the fixed points
of an endomorphism of projective space over an algebraically closed field that gener-
alize those that can be obtained by applying the Holomorphic Lefchetz Fixed-point
Theorem in the complex case. By exploiting the isomorphism between some repre-
sentation spaces, we obtain analogues of Baum-Bott’s theorem concerning algebraic
foliations and homogenous vector fields.

Keywords: Fixed-point theorem, Baum-Bott index, holomorphic foliation.
Mathematical subject classification: 58C30, 58C10, 57R25, 57R30.

1 Introduction

Dans la plupart des situations géométriques, on considére comme équivalents
deux endomorphismes de CPP" qui ne different que par un changement linéaire
de coordonnées. Pour distinguer deux classes on considére des invariants qui
sont constants sur des classes d’équivalence. Un tel invariant est le nombre
de points fixes d’un endomorphisme: deux endomorphismes ne peuvent étre
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346 ADOLFO GUILLOT

équivalents que s’ils ont le méme nombre de points fixes. Cet invariant est trés
grossier, mais il peut étre raffiné en prenant non seulement le nombre de points
fixes d’un endomorphisme mais également les valeurs propres de sa dérivée sur
chacun d’entre eux. Ainsi, il faut que deux endomorphismes de CP" aient le
méme nombre de points fixes et que les dérivées respectives aient les mémes
valeurs propres pour que I’on puisse obtenir I’un de I’autre par un changement
linéaire de coordonnées. Vient ensuite naturellement la question de savoir, pour
unendomorphisme de CP" ayant g points fixes (disons, isolés et simples), quelles
sont les valeurs propres des dérivées aux points fixes qui sont réalisables. Un
résultat dans cette direction est donné par le théoréme suivant, valable sur toute
variété complexe compacte:

Théoréme 1 (Théoréme holomorphe de point fixe de Lefchetz). Soit M une
variété complexe compacte de dimension n et f : M — M une application
holomorphe dont les points fixes sont simples et isolés. Pour x, point fixe de f,
notons f|, la dérivée de f en x. Alors,

; — 1 nL (9 (1)
fgix det(fil, —1d) (=D"L(f, 0)

ou L(f, O) est le nombre holomorphe de Lefchetz de f, qui ne dépend que de
I’action de f sur la cohomologie de Dolbeault de M.

Le lecteur pourra trouver la définition de L(f, ©) ainsi qu’une preuve de
ce théoréme dans [7]. On ne s’intéressera pas a I’aspect « homologique » du
théoréme, incarné par le membre droit de I’égalité ci-dessus, mais plutdt a un
aspect « numérique » : le membre droit de I’expression ci-dessus peut étre cal-
culé explicitement et, pour une application f : CP" — CP" satisfaisant les
hypothéses précédentes, L(f, @) = (—1)" (voir [7]). En faisant cette substi-
tution dans la formule (1) on obtient une relation algébrique qui lie les valeurs
propres des dérivées aux points fixes d’un endomorphisme de CP" et donc une
premiére obstruction pour qu’une collection de nombres complexes puisse étre
réalisé comme celle des valeurs propres d’un endomorphisme de CP". Y a-t-il
d’autres relations? Quelles formes ont-elles? Y a-t-il des résultats analogues sur
d’autres corps? Le but de cet article est de donner une réponse partielle a ces
questions a travers le

Théoréme 2. Soitk un corps algébriquement clos de caractéristique p. Soit B un
polynéme sur I’espace des transformations linéaires, invariant par conjugaison
et homogene de degré dg < n. Soit f : P — P} une fonction rationnelle de
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UN THEOREME DE POINT FIXE 347

degré algébrique d > 2 avec (d, p) = 1 (dans le cas ou p # 0), définie en tout
point et dont les points fixes sont isolés et simples. Alors, I’expression

B(file — 1)
2 @
o det(fl — 10)

est dans k et ne dépend que du polynéme B et des entiers n et d.

Lorsque k = Cet B = 1, ce résultat est un corollaire du théoréme de Lefchetz.
On verra que les relations que ce théoréme fournit ne représentent malheureuse-
ment qu’une trés petite partie de I’ensemble des relations qui existent parmi les
valeurs propres de la dérivée aux points fixes d’un endomorphisme de P".

La preuve de ce théoreme sera faite dans la troisiéme section. Pour celle-ci, on
considere le membre gauche de I’expression (2) comme une fonction rationnelle
définie dans la variété des endomorphismes de P" de degré algéebrique d (donnés
par des polyndmes homogeénes de degré ), qui est une variété quasiprojective, et
I’on considére I’extension de cette fonction a un espace projectif. Cette fonction
rationnelle est invariante sous I’action de PGL,.; induite par I’action naturelle
sur P". On prouve que cette fonction ne peut avoir de pbles que sur deux sous-
variétés de codimension 1, a savoir, celle des endomorphismes ayant des points
d’indétermination et celle des endomorphismes ayant des points fixes multiples.
En étudiant le comportement de cette fonction au voisinage de ces deux sous-
variétés on constate qu’elle n’a pas de poles et que cette fonction rationnelle est
donc constante, ce qui entraine le Théoreme 2.

Un autre fagon d’aborder ce résultat est la suivante. Les fonctions symétriques
des valeurs propres des dérivées aux points fixes d’un endomorphisme de P”
donnent des fonctions rationnelles sur la variété des endomorphismes de P” qui
sont invariantes sous I’action de PGL,.;. Ces fonctions engendrent un corps
de fonctions rationnelles qui s’avére ne pas étre librement engendré: il existe
des relations parmi les générateurs. Le Théoréme 2 en explicite quelques unes.
Vu comme ¢a, ce théoréme concerne plus la théorie des invariants de certaines
représentationsde GL,,. Ces représentations sontaussi celles données par I’action
de GL,, sur I’espace des champs de vecteurs homogénes. On profitera de ce fait
pour donner des formules qui seront au Théoréme de Baum-Bott sur les point
singuliers des champ de vecteurs holomorphes ce que le Théoréme 2 est au
Théoréme de Lefchetz.

Les résultats que I’on présente ici sont apparus, sous une forme moins générale,
dans la thése de I’auteur [8], qui remercie Etienne Ghys pour sa générosité et son
encouragement constant. 1l remercie Bertrand Deroin pour ses remarques sur ce
texte.
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2 Définitions
Soit k£ un corps algébriquement clos de caractéristique p. Soit V, ; I’espace
vectoriel des applications polynomiales, homogeénes de degré d, de k" sur k".

On fera toujours I’hypothése d # 0 mod p, si p # 0. Un élément f € V, , de
la forme

@1 z) P (Pu@e, ooy 2n)s s Pa(za, s 20))

sera simplement noté (P, ..., P,). Pour tout i, P; est un polynéme homogeéne
de degré d. La dimension de V, 4 est n("*"Y). Un élément f € V, 4 induit
naturellement une fonction rationnelle fp : P"~! --» P"~! donnée par [Py :
-+ P,]. L’espace V, 4 est naturellement muni d’une action de GL,,, induite par
I’action linéaire de ce groupe sur k". En tant qu’espace de représentation de ce
dernier, il est isomorphe a

Symiw* @ W, 3)

ol W est la représentation standard de GL,, sur k". Cette représentation n’est
pas irréductible, car les transformations pour lesquelles il existe un polynéme Q
de degré d — 1 tel que P; = z; Q forment un sous-espace de V,, ; de dimension
(";i;z) qui est invariant sous I’action de GL,,. Cet espace —qu’on appellera le
sous-espace de multiples de I’identité— a un supplémentaire stable, en vertu de
la semisimplicité de GL, [4, Appendice C]. Ce supplémentaire sera noté Vn‘fd.

Si p ne divise pas n +d — 1, il s’identifie au noyau de la contraction équivariante
V:Sym‘W*@ W — Symilw*,
bly Ly ®v > > (G v) baly L Ly, )

1

car ona
V(ZziQ@m) =(n+d-10Q.

Les directions propres jouent un réle fondamentale dans ce qui suit:

Définition 3.  Soit f € V, 4, v € k", v # 0. La direction [v] € P*~! est une
direction propre de f si f(v) A v = 0. Elle est dégénérée si f(v) = 0.

Les directions propres non-dégénérées de f donnent des points fixes pour fp;
les dégénérées, des points d’indétermination.

Proposition 4. Une fonction f € V,, a génériquement (d" — 1)/(d — 1)
directions propres non-dégénérées.
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UN THEOREME DE POINT FIXE 349

Preuve. Soit f = (Py,..., P,). Considérons la variété de P* définie par les
polyndémes homogenes de degré d

P21, ... 20) — 28 2,
pouri € {1,...,n}. A I’exception du point [1: 0 : - -- : 0], tout point de cette

variété provient d’une direction propre. Chaque direction propre donne d — 1
points de cette variété. De cette sorte, si les directions propres d’un f € V, 4
sont simples et isolées, elles sont en nombre de (d" — 1)/(d — 1). Pour prouver
que ceci est générique, il suffit de donner un élément de V,, ; ou ceci arrive. La
transformation 7, , € V, 4 de I’Exemple 8 fournira cet élément. O

Les directions propres d’une transformation f € V, ; ne dépendent que de la
projection de f dans Vn(fd. Les directions propres d’un f € V, , peuvent former
une sous-variéte de dimension plus grande que 0, comme pour les applications
de la forme

(Q1+ 2R, Q2+ 2R, ..., Oy + 2 R),

qui ont comme lieu de directions propres la sous-variété de P*~* donnée par

Ni{Q; = 0}.

Cependant, la sous-variété de V, ; des applications qui ont une sous-variété de
directions propres de dimension plus grande que O est de codimension supérieure
a1, car elle est une sous-variété propre de la variété des endomorphismes ayant
des points d’indétermination.

Soit Z, 4 la variété des éléments de V, , avec une direction propre pointé,
c’est-a-dire, Z, 4 C PV, 4 x P"~! est la variété algébrique donnée par

{1, D) € PV,a x PH f(0) A v =0},

Du fait qu’elle est invariante sous I’action naturelle de PGL,, sur PV, , x P,
elle est munie d’une action de ce groupe. On défini d’abord une fonction ra-
tionnelle Spectre* : Z,, --» P"~1 donnée par les coefficients du polynome
caractéristique de la dérivée de fp (I’endomorphisme de P"~! induit par f)
au point fixe [v]. Soit ([f], [v]) € Z,q. Considérons la dérivée de f en v,
I’application linéaire donnée par la matrice

af;
9z

tly

(f*|v)ij =
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Puisque f(v) A v = 0, le vecteur v est un vecteur propre de f.|,. Soit ud la
valeur propre associée. Le polynéme caractéristique de f.|, a ud comme racine.
On adonc

Id — AR n—1 ‘
det(x1ld — filv) _ Zbixl,
i=0

x — ud
pour un certain (bg, ... , by,_1) € k"t (b,_1 = 1). On définit alors la fonction
Spectre* : Z, 4 --+ P"~1 par la formule
Spectre* ([ 1. [v]) = [bo : by -+ : " 2by_p : " M. (5)

Elle est bien définie, car elle ne dépend pas de (f, v) mais de ([f], [v]). Elle
définit une fonction rationnelle qui est invariante sous I’action de PGL,,. Si v est
une direction propre non dégenérée de f alors u # 0 et si Spectre*([ f], [v]) =
[bg:by:---:b,_5: 1], les valeurs propres de la dérivée de fp au point fixe [v]
seront les racines du polynéme > b;x’. On notera [ f.|,] la dérivée de fp au
point fixe [v] et, suivant I’'usage, on I’appellera le multiplicateur de fp en [v].

Par la suite, on ne considérera [ f|,] mais plutét [ f.|,] — Id, qui est, d’apres
le lemme suivant, mieux adapté a la structure de V,, ; en tant qu’espace de repré-
sentation.

Lemme 5. Soit f € V, 4, v une direction propre de f et Q un polyndme de

degré d — 1. Les transformations [ f.|,] — Id et [(f + Qld).]|,] — Id ne different
que par une homothétie.

Preuve. Soit f = (P1,..., P,). Les direction propres de f et f + Qld
coincident (génériquement). Supposons que I’on aitdans v = (1,0, ..., 0) une
direction de f qui n’est dégénérée ni pour f ni pour f + Qld. Supposons que f
fixe v, de sorte que Q(v) # —1. Ona
P+ 0z)| _ IP

9z; B 9z; 9z;

De cette sorte, la matrice 9(P; + Qz;)/9z; \U est donnée par
(8 i) (B 2) (% ate)

d k
=A+0W | rew-ld g )

1+ 0|y
ou I’on a utilisé la relation dQ/dz1], = (d — 1) Q|,, conséquence de la relation
d’Euler. Ceci prouve le lemme. O

v v v
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UN THEOREME DE POINT FIXE 351

Soit g(n,d) = (d" —1)/(d — 1), le nombre de directions propres d’un élé-
ment générique de V,,. On a une application p : Z,, — PV, 4, définie
par projection sur le premier facteur, qui est équivariante par rapport a I’action
de PGL,,. On peut, a partir de Spectre* et de p, définir I’application

Spectre : PV, ; --» Sym?dpr—1

en prenant les valeurs propres des directions propres d’un point du domaine.
Cette fonction fait commuter le diagramme

Spectre
PV,y —5 symitndpr-i

al [n
Spectre*
Zng —8, pr-1
dans des ouverts de Zariski convenables. Elle est invariante sous I’action de PGL,,
sur PV, 4.

Remarque 6. Un analogue de la fonction rationnelle Spectre apparait dans un
article de Gomez-Mont et Luengo [5] dans le contexte des feuilletages holomor-
phes de surfaces complexes. On reviendra sur ce point dans les deux derniéres
sections.

L’adhérence de I'image de Spectre donne la variété des valeurs propres
« admissibles », celles qui sont génériquement réalisables par un f € V, 4.
Puisque I’application Spectre est équivariante par rapport a I’action de PGL,,,
la propriété universelle du quotient PV, ,//PGL, de la théorie géométrique des
invariants [10] garantit I’existence d’un morphisme

Spectre : (PV, 4//PGL,) -+ Spectre(PV, 1)

qui satisfait la relation Spectre o m = Spectre par rapport au quotient 7 :
PV, --+ (PV,.4//PGL,). Plus la dimension de la variété Spectre(PV, ,) est
grande, plus le sous-corps du corps des invariants de PV, , engendré par les
fonctions symétriques des multiplicateurs sera riche. On avance la conjecture
suivante:

Conjecture 7. Pourd > 2etn > 3lesvariétés Spectre(PV, ) et PV, ,//PGL,
ont la méme dimension.
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On conjecture que les f € V, 4 qui ont les mémes valeurs propres forment,
génériquement, un nombre fini d’orbites sous I’action de GL,. Cette conjecture
est vraie dans le cas k = C, d = 2 et n = 3, comme on I’a prouvé dans [8] en
utilisant fortement le fait que dans Vz , la variété de transformations f : C3 —
C?® qui ont un hyperplan invariant est de codimension 1.

Calculons, en guise d’exemple, les directions propres et les multiplicateurs
associés sur un cas particulier.

Exemple 8. Considérons la transformation 7, , € V,, ;, donnée par

d _d _d d
jﬂ,d = (Zn, Z]_7 ZZ’ LR ’anl)'

Soit w une racine primitive de I’unité d’ordre d" — 1. Le sous-groupe de PGL,,
d’ordre g(n, d) engendré par le changement de coordonnées diagonale z; —
w?" ™z, agit sur P"~1 en permutant I’ensemble des directions propres de 7. La
fonction 7 a une direction propre non-dégénérée dans la direction [1 : --- : 1]
et le stabilisateur de cette derniere, sous I’action du groupe, est trivial: cette
transformationa donc g (n, d) directions propres non-dégénérées et le groupe agit
transitivement sur leur ensemble. De cette sorte, Spectre([7], [-]) ne dépend pas
de la direction propre en considération: il suffit de connaitre sa valeur sur I’'une

d’entre elles pour la connaitre sur toutes. Pour la direction w = (1,...,1), 0n
au = 1etdonc,
n—1
det(xId — 7, n_dn o
(x Jilw) _ X _ Zdn_l_lxl.
(x — nd) x—d s

Les valeurs propres de la dérivée de Jp au point fixe [w] sont donc les racines de
ce dernier polyndme; celles de [ 7.|.,] — Id, les racines de Z?:‘Ol d" 1 (x 4+ 1)

3 Preuve du théoréme

Apres ces définitions, on commence la preuve du Théoréeme 2. Soit B un
polyndme homogene de degré dz < n — 1 comme dans les hypothéses du
théoreme. Ce polynéme défini une fonction rationnelle C3 : Z, 4 --+ P! don-
née par

B k
et o (Spectre* — Id).

On a une fonction rationnelle Cp : PV, ; --+ P! qui est construite en prenant la
somme de C, sur les g(n, d) préimages de p, dans I’ouvert de PV, , des points
dont la préimage par p est de dimension zéro. Dans le complémentaire, qui est
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de codimension supérieure ou égale a 2 dans PV, 4, la fonction s’étend naturelle-
ment. On va prouver que cette fonction rationnelle n’a pas de poles, et qu’elle
est donc constante, ce qui entrainera le Théoréme 2. Les pblesde Cp, s’il yena,
se trouvent dans I’image par p des points de Z, ; qui correspondent a des direc-
tions propres dégénérées (des points d’indétermination pour I’endomorphisme
de I’espace projectif induit) ou bien des points fixes dont la dérivée a une valeur
propre égale a 1. Dans tous les autres cas chacun des g (n, d) termes de la somme
définissant C est dans k. Dans le premier cas, si ([ f], [v]) € Z,. 4 €St une direc-
tion propre dégénérée alors, d’aprés la définition de Spectre*, I’ordre du pole
de Cj est (n — 1) —dp, le degré du determinant moins le degré de B. Ainsi, grace
a I’hypothése faite sur le degré de B, les f € V,, ; ayant des directions propres
dégénérées ne contribuent pas aux pbles de Cp. Il faut donc chercher les p6les
de Cp dans I’image par p des points de Z, 4 qui correspondent a des points fixes
dont la dérivée a une valeur propre égale a 1. Ces points sont caractérisés par la

Proposition 9. Soit f € V, 4. Soit [v] une direction propre non-dégénérée de f.
La direction [v] est une direction propre de multiplicité plus grande que 1 si et
seulement si 1 est une valeur propre de la dérivée de f en [v].

Preuve. Les directions propres sont données par I’intersection dans P~ des
hypersurfaces

‘Pi i | _o

Pj z;

Si ces hypersurfaces s’intersectent au point v avec une multiplicité supérieure a 1
alors il existe une droite £ qui passe par p et qui a un contact d’ordre supérieure
ou égal a 2 avec chacune des hypersurfaces { P;z; — P;z; = 0}. Supposons, sans
perte de généralité, que v =[1:0:---: 0] et £ = N!_5{z; = 0}. D’abord, le
coefficient de z{ dans P; est nul pouri > 2. Pour que I’hypersurface Piz; — P;z;
aie un contact d’ordre au moins 2 avec la droite ¢, il faut que pour tout i, j avec

i < j,onait
0 s p 0 s p
3z2 j2ri 3Z2 2l

Ces conditions se traduisent, pour i = 1, j > 3, par 83,/8z2|v = 0: le coeffi-
cientde zf‘1z2 dans P; estnul,pouri =1, j > 3, par PJ»|U = 0: le coefficient de
z¢ dans P; est nul et finalement, pour i = 1, j = 2, par (P; — dP,/dz2)|, = O:
les coefficients de zf‘lzz dans P, et de z‘l’ dans P; sont égaux. De cette fagon,

=0.

v
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f«|v est donné par une matrice de la forme

da * x *
0 o = *
0 0 =« * |,
0 0 = *
ce qui prouve la proposition. d
Une fois que I’on a caractérisé ces points, on prouve qu’ils ne contribuent pas
aux pbles de Cp. Considérons un f. € V, 4, f = (Py,..., P,), tel que les
directionsv =[1:0:---:0]etw, =[1:e:0:...:0], pour e € k*, soient

des directions propres de f. On étudiera le comportement des valeurs propres
de [ f«lv] et [ filw] en fonction de ¢, spécialement lorsque ¢ = 0. Posons

d
Pi=pgzi+> a7+
j=1
ou les points dénotent des monémes qui ont un degré strictement inférieur a d
dans variables z; et z,. Les 2(n — 1) conditions (linéaires) qu’il faut imposer
pour que v et w, soient des directions propres de f sont 8; = 0 pouri > 2, et
les conditions

eal Zae—l——

ou A est défini par I’équation

ale’  (pour j >3), (6)

SUN

1
X—l—i—als—i—aze + ...+ ate".

L’hypothése (ouverte) sur la non-dégénérescence de v comme direction propre
de f se traduit par 81 # 0. On supposera, sans perte de généralité, que 8, = 1.
Avec ces normalisations, on trouve que v est un vecteur propre de f|, de valeur
propre d et w, est un vecteur propre de f.|,, valeur propre d/A. Latransformation
linéaire f.|, + Afilw €St donnée par une matrice de la forme

(k+1)—|—z] l(d—])a Y a1+ ZI 1Jaj lel % *
Z _y(d — jatel a1+ Z _jdiel x L %
ijl(d - J)ajsj aj + : lezljajsf * ... % (7
Zd (d_ ) naj n 1 'd - n.j
j=1 Ja;e ai + 35 jaiel x . %
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d
- . . 1 .
En utilisant les relations (6) et la relation a} =" 1-— E ails’, et en posant
i=2

d

oj ==Y [(h—1d—i)+ri —2)d — Dla] &',
i=2

on trouve que le produit de la matrice (7) par le vecteur
y=(3-1-ed-1),0,...,0)
est le vecteur
(1 +(E-D)[A-Dd-2+2],0,—2(d—1),03,...,0,).

D’autre part, le produit de (7) avec le vecteur v est, si I’on pose

d
yi =iy (d—iale,

i=2
(V1+()\'_1)+2d7y2+8(d_1)7y33 ’yl’l)'
De la sorte, I’image du vecteur

1 (ap)*(d — 2)

u= Ey + —2d Ev

sous la transformation (f.|, — Id) + (Af.|,, — 1d) est le produit de £? avec un
vecteur qui est, quand ¢ = 0, un vecteur fini et non-nul. Le vecteur %y est,
quand ¢ = 0, le vecteur ug = (ai, —(d — 1),0,...,0), qui est le vecteur
propre associé a la valeur propre nulle de la dérivée de fj sur sa direction propre
double[1:0:--.:0].

Notons B, (¢) I’expression B([ f«|,] — 1d) et considérons les expressions ana-
logues B, det,, det,. Les deux derniéres prennent la valeur zéro sur ¢ = 0.
Il existe donc une constante ¢, telle que det, = c,e + &g, ol g, est une
fonction réguliére en ¢ = 0 (idem pour w). Le comportement de u sous
(fslo—1d)+(Afil,—1d) nous donne ¢, +c,, = 0. Soit g lafonction (B,—B,)/e¢.
Elle n’a pas de poles sur ¢ = 0. Alors,

B, n B, det, B, + det, (B, — egp)
det, det, det, det,,

*(gv +8u) €8s
det, det,, det,,

v
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Cette derniére expression n’a pas de poles sur ¢ = 0 et donc le lieu de di-
rections propres doubles dans Z, , ne contribue pas aux péles de la fonction
Cp : PV, 4 --» PP, qui est donc constante.

Le point fixe double ainsi obtenu n’arien de particulier et tout point fixe double
apparait a travers une telle déformation. Ceci prouve le Théoréme 2.

On peut étendre sans difficultés ce théoreme aux endomorphismes ayant des
points d’indétermination, pourvu que ces points soient simples et isolés. Il suffit
de remarquer que la formule (5) implique que la contribution locale

B(filx —1d)
det(flx — 1d)

(avec la notation du Théoreme 2) est bien définie méme quand un point fixe
dégéneére pour devenir un point d’indétermination. Cette contribution est nulle
sidp < n—1. Sidg = (n—1), elle peut étre calculé soit en prenant la limite de la
contribution locale lorsqu’un point fixe dégénére sur un point d’indétermination
soit en perturbant I’endomorphisme par I’addition d’un multiple de I’identité
(suivant le Lemme 5).

4 Sur le nombre de relations

On peut calculer combien de relations, parmi celles qui définissent
Spectre(PV,,) dans Sym?P"~1, sont données par le Théoréme 2. Ce nom-
bre ne dépend que de I’entier n. On a autant de relations algébriquement in-
dépendantes que de polynémes sur I’espace de transformations linéaires, ho-
mogénes et invariants, de degré inférieur ou égal a n — 1. Si I’on note P(m) la
fonction de partition d’Euler (les fagons de décomposer m comme une somme
d’entiers positifs), alors le nombre de relations algébriquement indépendantes
estP(n —1)+...+P@1) + P(0) — 1 (on ne compte pas le déterminant). On
voit, dans la premiére colonne du Tableau 1, la dimension de V, 4, le hombre
de valeurs propres issues d’un f € V, , générique et le nombre de relations
parmi ces valeurs propres que I’on a construit. Les deux colonnes suivantes
donnent I’ordre de croissance de ces mémes quantités lorsque I’on fixe I’'un des
parameétres et I’on fait croitre I’autre. On utilise, dans ces estimations,

1 2m
o exp (n\/;)

[9, section 328]. Dans ces deux cas, on voit que le nombre de valeurs propres

P(m) ~
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Tableau 1: Les paramétres

croissance croissance
an fixe a d fixe
dimension de V, 4 n 1
(n+d—1)! ~ —1'd”_1 ~ Endﬂ
n———— _
dl(n— 1) (n =Dt '
nombre générique
de valeursdgrgp{es ~ nd"1 ~ nd"-1
-1
(n—-1) 71
nombre de
relations netl pas plus grand que
n—1 > Pai) Lol /2
3 Pa) P 43P 3
i=1

dépasse (largement pour la troisiéme colonne) la dimension de V, ;. D’autre
part, le nombre de relations parmi les valeurs propres est, au moins

(nombre de valeurs propres) — dim(V, 4) + dim(GL,,).

De ce fait, le nombre de relations qui existe parmi les valeurs propres doit croitre
—dans les deux cas en considération— comme le nombre de valeurs propres.
Les relations fournies par le Théoreme 2 (dont le nombre figure dans la derniere
ligne du tableau) ne représentent qu’une partie infime du nombre de relations
existantes.

5 Champs de vecteurs homogenes et feuilletages

Le Théoréme 2 a, dans le cas k = C, un corollaire qui concerne les champs de les
feuilletages par courbes de CP"~* (et, plus généralement, les champs de vecteurs
homogenes sur C") qui est au théoréme de Baum-Bott ce que le Théoreme 2 est
au théoreme de Lefchetz. Le théoréme de Baum-Bott lie la somme de certains
indices définis dans les singularités d’un feuilletage holomorphes a une donnée
holomologique:

Théoréme 10 (Baum-Bott [1]). Soit M une variété complexe compacte de di-
mension n et F un feuilletage holomorphe par courbes de M avec des singularités
simples et isolées. Soit B un polynéme invariant sur I’espace de transformations
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linéaires et homogéne de degré n. Pour chaque singularité x du feuilletage, no-
tons A, la partie linéaire (du développement centré en x) d’un champ de vecteurs

tangent a /F. Alors,
3 B(A,) :f B(d—_1®>
det(4,) ~ Jy 27

xeSiNg(F)

ou ® est une matrice de courbure dans le fibré tangent holomorphe de M.

On donnera, a partir du Théoréme 2, une formule analogue a cette derniére
(toujours dans un esprit « numérique »). Le lecteur pourra consulter [6] pour des
notions relatives aux feuilletages holomorphes et [2] pour des notions relatives
aux différents types d’indices.

Les champs de vecteurs polynomiaux, homogénes de degreé d, sur C" forment
un espace vectoriel qui est muni d’une action de GL,,(C) et qui est isomorphe, en
tant qu’espace de représentation de ce dernier, a8 Sym?(C")* ® C". On interpréte
dans ce contexte les définitions et résultats précédents. On identifie I’espace
V,..a a’espace de champs de vecteurs homogénes de degré d sur C". L’élément
f=(Py, ..., P)deV,,estidentifié auchamp X, = > Pi(z1. ..., Z) o
Cette identification est équivariante et, avec elle, on traduit les notions introduites
auparavant:

Directions propres. Lesdirections propres de f donnent, pour X ¢, des orbites
radiales, des droites, passant par I’origine, ou X ; est colinéaire au champ radial
R=Y", Ziaiz,-' Une direction propre dégér)érée_de f donne une orbite radiale
degénérée pour X ; au sens ou le champ est identiquement nul sur elle.

Contraction V. Cette contraction est, du point de vue des champs, la diver-
gence par rapport & laforme volume dz; A- - - Adz,. Les champs qui proviennent
de V,Ed sont les champs isochores; son supplémentaire, celui des éléments de
la forme QId, donne I’espace des multiples du champ radial, les champs de la
forme Q0 - R, ou Q € Sym?~1(C")*.

Multiplicateurs. On associe a I’orbite radiale [v] du champ X ; une classe
de conjugaison de Hom(C"~1, C"1), qui sera introduite dans la Définition 11
mais qui s’avere étre celle de ([ fi|,] — Id). On I’appele le type linéaire de X ;
tranverse a [v], nom qui sera justifié aprés I’interprétation géométrique qui sulit.

Considérons un champ X sur C", homogéne de degré d. Il est singulier &
I’origine. Notons Cn Iéclaté de C" en ce point et 0 le transformé de I’origine
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AT

Figure 1: L’éclatement a I’origine de C". L’éclaté du point donne un diviseur
muni d’un feuilletage qui a un point singulier pour chaque orbite radiale.

A
\VAY

25

sous cet éclatement. Le champ de vecteurs X devient, sur C, un champ X qui
s’annule & ’ordre d — 1 tout au long de 0. Le feuilletage induit par X, noté
Fy, tangent & 0, a sur ce dernier un point singulier pour chaque droite radiale
(voir la Figure 1). Soit [v] une orbite radiale non-dégénérée de X. Considérons
une carte de I’éclaté avec des coordonnées (wy, ... , w,) de sorte que {w; = 0}
soit le diviseur 0 et gue I’origine des coordonnées soit le point ou [v] coupe le
diviseur. Considérons un champ de vecteurs tangent au feuilletage Fx. Son
développement de Taylor au voisinage de I’origine des coordonnées est de la
forme

a n n a
awi— + ajjwj— +---
dwi Z Z Y dw;
i=2 j=2
avec o # 0. Si I’on normalise le champ de sorte que o = 1 alors la classe de
conjugaison du champ linéaire (n — 1)-dimensionel

n n a
¥ g

i=2 j=2
est un invariant intrinseéquement associé au couple (X, v).

Définition 11. La classe de conjugaison de Hom(C"~, C"~1) ainsi affecté a
(X, v) est le type linéaire de X transverse a v.

Constatons qu’il s’agit, pour le champ X, provenant de f € V, , et [w]
direction propre de f, de la classe de conjugaison de [ f.|,] — Id. Soit X un
champ homogeéne de degré d sur C" ayant une orbite radiale non-dégénérée dans
la direction du vecteur v = (1,0, ..., 0). Alors,si X = ), Pia%, le coefficient
de z¢ dans P; est nul pour i > 2 et on peut le supposer égal a 1 pour i = 1.
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Soit a;; le coefficient de z{ 'z, dans P;. Eclatons I’origine de C" en prenant
les coordonnées w; = z1, w; = z;/z1 pour i > 2. Dans ces coordonnées,
le champ X s’écrit, si I’on pose Q;(wy, wa,...,w,) = P;(1, wy, ..., w,) —
w; Pr(1, wo, ..., w,), COMMe

9 - 9
d—1
P, wy, ..., w,)— — .
w [wl 1(1, wy w)aw1+;Qaw,}

Divisons ce dernier champ par w?~1. Le champ qui en résulte est tangent a
I’hypersurface wy; = 0, I’éclaté de I’origine. Sur cette hypersurface, I’origine
des coordonnées est une singularité du feuilletage. Puisque d(w; P1)/dws], = 1,
9Q;/dws], = Oet, pour j > 2,

a0, dP; Py
— —3dij A1l — (wi_>
v dwj

awj v o awj
le type linéaire de X transverse a cette orbite radiale est représenté par la ma-
trice (a;;) — Id: si I’on voit X comme provenant d’une transformation f € V,, 4
et [v] comme un point fixe de fp : CP"~! — CP"~* alors le type linéaire de X
transverse a [v] est exactement la classe de [ fi|,] — Id. On peut maintenant
traduire le Théoréme 2 pour obtenir le:

= a;j — &;j,

v

Corollaire 12. Soit X un champ de vecteurs homogene de degré d sur C"
avec une singularité isolée a I’origine et des orbites radiales simples et isolées
£1,&, ..., &ma- Notons A; le type lineaire de X transverse a I’orbite radi-
ale &;. Soit B un polyndme homogéne sur I’espace de transformations linéaires
invariant par conjugaison et homogeéne de degré dz < n — 1. Alors I’expression

q(n,d)

est dans C et ne dépend que du couple (n, d) et du polynéme B.

Lorsque le polyndme B est de degré n — 1 alors, d’aprés le Lemme 5, I’indice
associé a chaque orbite radiale du champ X reste inchangé si I’on ajoute au
champ X un multiple du champ radial. D’autre part, le champ de vecteurs
homogeéne X définit un feuilletage par courbes de CP"~%, ol chaque courbe
provient d’une courbe intégrale de X sous la projection standard IT : C"* --»
CP"1. Ce feuilletage coincide avec celui d’un champ obtenu en ajoutant a X un
multiple du champ radial. Il n’est pas difficile de voir que, dans ce cas, I’indice
local associé a chaque orbite radiale de X par le dernier corollaire coincide avec
celui que le Théoréme de Baum-Bott associe a la singularité correspondante du
feuilletage de CP" 1.
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Remarque 13. On peut aller directement d’une application polynomiale f €
Vaar [+ kK" —> k", a une distribution de droites (équivalente & un feuilletage
dans le cas complexe) sans passer par les champs de vecteurs homogénes: a partir
d’un f € V, 4 on peut construire une fonction rationnelle ® : P*~1 ——» Gry(n)
a valeurs dans la grassmannienne des 2-plans de k" qui se factorise a travers la
variété d’incidence

7={@, M) eP" ' xGry(n) | vell}

et les projections sur les deux facteurs. Cette fonction rationnelle est donné par
®r(v) = v A f(v). Les directions propres de f donnent de points d’indétermi-
nation de ® ;. Cette derniére ne dépend que de la projection de f dans IPVn‘fd.
Ceci permet d’étendre la définition et les résultats des indices de type Baum-Bott
aux distributions de droites de I’espace projectif sur un corps algébriquement
clos arbitraire.

Exemple 14 (Comparer avec les Exemples 2-8 et 3-9 de [3]). Calculons ces
relations dans le cas le plus simple, celui des champs quadratiques homogénes
de C3. Un tel champ a génériquement 22 — 1 = 7 orbites radiales &1, . .. , &.
Le type transverse de chacune d’entre elles a deux valeurs propres, A; et ;. On

a les relations ,

A D
Z ﬂ — (_4)k’
= Ml

pour k € {0, 1, 2}, car pour la transformation 73, (Exemple 8), on a
2

ZZZfi(x +1) =x>+4x +7.
i=0

Ces trois relations peuvent s’obtenir par des théoremes d’indice bien con-
nus, comme Daniel Lehmann nous I’a fait savoir. On peut obtenir trois rela-
tions algebriquement équivalentes aux relations présentées dans I’Exemple 14
via I’application des théorémes de Baum-Bott et Camacho-Sad [2] de la fagon
suivante:

(1) Appliquer le théoréme de Baum-Bott au feuilletage induit sur CP2.

(2) Prolonger le champ de vecteurs dans un feuilletage de CP3, éclater I’ori-
gine des coordonnées et appliquer le théoreme de Baum-Bott.

(3) Appliquer le théoréme de Camacho-Sad au feuilletage précédent relative-
ment & I’éclaté de I’origine et au plan a I’infini.
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On ignore si I’ensemble des relations fournies par le Corollaire 12 peut
s’obtenir, en toute généralité, par ce genre de méthodes.
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